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ALGEBRA

CAPITOLUL I
GRUPURI

l.1. Legi de compozitie pe 0 multime

Notiuni teoretice

Fie M o muitime nevid&. O aplicatie @ :MxM— M, (x,y) - ¢(x, y) se numeste
lege de compozitie (operatie algebrica) pe multimea M.

Elementul ¢(x, y)eM se numeste compusul lui x cu y prin legea de compo-
zitie @.

Adunarea si inmultirea modulo n
Fie a,neN,n>1. Numarul natural r care reprezintad restul impartirii numarului a

la n se noteaza a mod n (se citeste “a modulo n”) si se numeste restul modulo n al

numarului a.
Pe multimea Z se definesc operatiile algebrice:

"©" . Ixd >4 adb = (a +b) mod n, numitd adunarea modulo n;
"O": I x4 — X aob=(a-b)mod n, numitd inmultirea modulo n.

Adunarea si inmultirea claselor de resturi modulo n

Dacd neN', notdm cu Z, = {6 2 n/—\1} multimea claselor de resturi
maodulo n. Pe multimea Z,, se definesc operatiile:

"+ x¥, > X, a+b =a®b, numits adunarea claselor de resturi modulo n;

A, <X, > I, a-b=aob, numits inmultirea claselor de resturi modulo n.

Fie L:MxM — M o aplicatie algebrica pe M.

Multimea S M se numeste parte stabila a multimii M in raport cu legea " "
daca Vx,yeS=>xLlyeS.

EXERCITII S| PROBLEME

EXERSARE
E1. Pe multimea M={1,2 3,4} se defineste legea de compozitie xoy =|x-y|+1
X, yeM
a) Sa se calculeze: 223,41,(322)04,3:(2-4).
b) S se compare numerele x =(2°3)-4 si y=2¢(3-4).
c) Sa se rezolve ecuatiile; xc1=4,10x=3, xo3 =1,



EZ

E3.

4.

E5.

E6.

Pemultimea D se defineste operatia aigebricd xoy =xy +Xx+y, X, y € R

a) Sa se calculeze 203, 4 o(-1),(-5)°3, (-5)°(-4), ((-1)°3)(-2),
3o((=1)=(-3))

b) S4 se rezolve in IR ecuatiile: xo2=3,20x=5,40(-x)=3,80x=203, (x+1)e
o(-1) =4, (3x)=3=0.

c) S4 se determine x € R in cazurile: Xxo1=XoXx, XoX = xO(x+1), (x02)01=3.

d) S& se arate c& pentru orice x € IR au loc egalitatile:

(xO1)02=xO(102),(1ox)o(—3):1o(Xo(—3)).

S G e e W0

S3 se rezolve ecuatiile:
a) x+1=8,2+x=11n Zgy;

Pe multimea .4, (bD) se considerd legea de compozitie AcB=A+B+2l,,

V A, Be ., (R).

a) S4 se calculeze TN R O ANEE g s
: B 1 2 g T BE R B Shse0 ) Ao 3i==2'%

- = ! & : 1 0 2 0
b) S& se determine matricea A e .#,(R) n cazurile: Ao = :

0 =1 0 -2
21oA=41_
1 3 2 3

2 3 2 7 3
¢) Sa se determine a € IR stiind ca a) o = :
ye205eal= 1 2 5

S3 se alcatuiasca tabla operatiei "o
a) M={2,3,4,56},xoy=|x-y|+2

b) M={0,1,2,3}, xoy =min(x, y);

definitd pe multimea M n cazurile:



E10.

E11.

c) M={0, 2 4,6, 8} Xy = X +y S min(x, ¥);
d) M=1{1,2374}, xoy=cmmdc.(x y).

: 1 a
Pe multimea .# =
a 1

Be.x.
a) Sdsearateca |, ¢ .#.

1 =7 =T =
b) Sa se calculeze 2 o : o 2 ;
S ey R A -6 1

1 1 a°
c) Sa se determine a e IR stiind c& [ a} { e j =%
a 1 82 1

ae ID} se considerd operatia A<B=2A-B, V A,

Pe multimea 7 se defineste legea de compozitie xcy =x+y+1 ¥ x,yec Z. Sa
se arate ca urmatoarele multimi sunt parti stabile ale lui Z n raport cu operatia

w_ow,
o

a)M:{xel!xesteimpar}; b)M:{xe7l|XS—1};

c)M={xal|x23}; d)M:{3k+2|k€7L};

e) M={4k+3|kex}; )M={xe|x=7}.

Sa se rezolve in Z, sistemele de ecuatii:

a) {Hi:?/ ; b) {éxt%:y; c) {)AHYZQA-
y+1=2x X+2=y 2x+y =0

Pe multimea IR se considera operatia algebrica x Ly=x+y+1 ¥V x, yclR.
a) Sa se calculeze 2007 1 2008.

b) S4 se rezolve in IR inecuatia x L x? <3.
c) Sa se determine numarul de elemente ale multimii:

A:{neN' (Eacipics :n+6}.
Varianta 58, M,, Bacalaureat 2008

Se considerd multimea G = (—1, 1) si legea de compozitie x Ly = ;(Ly vxyeG.
+ Xy

a) Sa se rezolve in G ecuatia x L x =
Oy + 1) =(x-1y-1)
(x+D)(y+1)+(x=1)(y-1)

c) Sa se arate ca -1< S5 <1, VxyeG
1+xy

V¥V xyeG.

+1+ gl

b) Sa se verifice egalitatea x 1 y =

Varianta 60, M,, Bacalaureat 2008



A1,

A3.

Ad.

AS.

AB6.

APROFUNDARE
Pe multimea IR se considera legea de compozitie xoy = 43, Vx yeR
a) Sa se calculeze: 201, (~1)<0,25(-1),(320)01.

b) S& se determine n e N stiind ca 2on =18.

c) Sa se rezolve in IR ecuatiile: xo2 =90, xo(-x)=2, xo(2x) =12.

Xey
XOZ:

e}

il
N O

d) Sa se rezoive in IR sistemul de ecuatii: { ;
Y]

Fie M={12} si »(M) familia partilor lui M. Pe multimea 2(M) se defineste

legea de compozitie A<B=AUBU{1}.

a) Sa se alcatuiasca tabla legii de compozitie "o".

b) Sa se determine A e (M) in cazurile: A-A = {1}, Ae2=M A of1,2} =M.

Pe multimea Z; se considerd operatia algebrica xcy =xy +X+Vy,V X,y € Z3.

a) Sa se alcatuiasca tabla operatiei "o".
b) Sa se calculeze 26 ﬁ, (é o Q) o ﬁ, ((

N>
o)
N>
—
o
N>
S %
o
N>

¢) Sa se rezolve ecuatiile in Z5 : x o1 =§, 15 =0, (:on)02 =

Xo y — é oi
d) Sa se rezolve sistemul de ecuatii in Z; : e
(x + 1) 02=Yy

Pe multimea N se defineste legea de compozitie x Ly = Cly VX, Y EN.

a) Sasecalculeze 2 13,4 13,(2.L2) L1

b) Sa se compare numerele a=5 110 si b=10 L 5.
c) Sé se rezolve ecuatiile in N: 2 1 x=10,x L 2=36,x L 3=5(x+3).

Pe multimea M={12 3,4} se considera operatia 5T B ] [
algebrica "-" avéand tabla In figura alaturata. 11113411
a) Sa se determine: a=1¢(2:3),b=40(302),c= 21131 4al2
:(102)0(304)_ ST 22| g ] S 1
b) S& se rezolve ecuatiile: x22=4,40x=2,x020 4 Aoy 21
ox =1.
s} 2 = Xe - 1

¢) S4 se rezolve sistemele de ecuatii: 2 y, y ;

yo2=x"|(x+1)oy=1

Sa se alcatuiasca tabla operatiei "o" pe multimea M in cazurile:
X+y+[x-Y|
5 ;

a) M={1,2,3,4,5},xcy=



AT.

A8.

A9.

A10.

A11.

A12.

A13.

b) M= {1, 2,3, 4, 6o y =cmmdc.(x y);
c) M={0,12,3, 4, xoy =max(x, y)-min(x, y);
X, X+y <7

d) M={x»e1||2x—1’$5},xOy={y s

Pe multimea M =[0, + ) se defineste legea de compozitie:

XLy =I(’)gz(2X +2Y —‘1), VX, yeM

a) Sa se calculeze: 0 1 0,11 0.

b) 83 se calculeze: a =(log, 5) L (log, 4), b =(log, 11) L (log, 22), ¢ =
= ((log, 5) L (log, 6)) Llog, 7.

¢) Rezolvati n M ecuatiile: (log, x) L (log, 7)=4,(x L1) L1=2.

Pe multimea M=(0,+x) se considerd operatia algebrica x Ly =x%Y,
VX yeM

a) Sasecalculeze: 2 12,2 18,8 14,4 12,8132,

b) Sa se arate ca pentru oricare m, n e N', are loc egalitatea 2™ 1 2" = 2™

c) Daca a, =2" 1 2", s& se calculeze b,y =a,-a, ... ayq.

d) S& se calculeze ¢, =2"' 12% 12° | ... 12", compunerea ficandu-se de la
stanga la dreapta.

Fie l[ﬁ}:{a+b«/§| a, bel}. S& se arate cd multimea 1[\/?7] este parte

stabila a lui R in raport cu operatiile de adunare si inmulfire.

Se considerd muitimea Mc IR, M= {a+b\/§| abelX a®-2b% = 1}. Sa se arate

ca M este parte stabila a multimii R in raport cu operatia de inmultire.

a b
Sa se arate cd multimea M = {{ b aJ

abel a’+b?= 1} este parte stabila a

multimii .. (ID) n raport cu inmultirea matricelor.

Se considera functile f, R >R f,(x)=ax+1-a si « ={fa | aelD}. Sa se
arate ca multimea .# este parte stabila in raport cu compunerea functiilor.

Pe multimea G = [3, + oo) se defineste legea de compozitie x Ly =xy—3x—
-3y+12,V x, yeG.
a)Sasearateca x Ly=(x-3)(y-3)+3,Vx,yeG.



b)'Sa se/arate c3'G este parte stabila in raport cu legea " L ".
c) Sa se verifice egalitatile: x L x =(x - 3)2 +3,(x Lx) Lx=(x —3)3 +3,VxeG.
d) S& se demonstrezecd x L. 3=3 83 1L x=3,VxeG

e) Sa se calculeze 11.L10 L9 1L ... L 4 1 3, operatiile fiind efectuate de la stanga

la dreapta.
f) S& se rezolve ecuatiile: x 1.5=9,4 1 x =16, (4 S x) 14=09.

g) Sa se demonstreze ¢& pentru oricare n e ™ are loc egalitatea
xJ_xL...Lx:(x—Ii)n +3,VxeG.

n termeni

1.2. Proprietdti ale legilor de compozitie

Notiuni teoretice

Fie " L":MxM —> M o lege de compozitie pe M.

Legea de compozitie "L1" se numeste comutativd pe M daca
X1ly=ylxVxyeM

Legea de compozite "L" se numeste asociativa pe M daca
(xLy)Lz=x1(yLz),VxyzeM

O multime inzestrata cu una sau mai multe legi de compozitie, care satisfac un
set de axiome date sub forma de identitati sau alte conditii formeaza o structura

algebrica.
Se numeste semigrup o pereche (S, L) formata dintr-o multime nevida S si o

lege de compozitie " L " definita pe S care care indeplineste axioma de asociativitate:
Sii(xLly)Llz=xL(yLlz),vVxyzeS
Un semigrup (S, L) se numeste semigrup comutativ sau abelian daca are loc

axioma de comutativitate:
S,:xly=ylxVXxyeS

Legea de compozitie " 1.":MxM-»>M admite element neutru pe M daca exista
ecM astfelincat x Le=e Lx=xV xeM, (1).

Elementul e e M cu proprietatea (1) se numeste element neutru in raport cu
legea " L ".

Perechea (M, L) se numeste monoid daca verifica axiomele:

(M;) Axioma asociativitatii: (xLy)lz=x1 (yLz),Vxy zeM

(M,) Axioma elementului neutru: 3 e e M astfel incat x Le=e L x=x,V xeM

Un monoid (M, L) se numeste monoid comutativ sau abelian daca legea " L
este comutativa.



Un—-element x< Mwuse numeste simefrizabil in raport cu legea " 1" daca

Ix“€M cu proprietateaca’x L|x' ='x'Lx=¢e, (2).

Elementul x'eM cu proprietatea (2) se numeste simetricul lui x Tn raport cu

legea " 1",

Se noteaza %(M) multimea elementelor din M simetrizabile in raport cu legea

" L". Multimea #(M) se numeste multimea unitatilor lui M.

Au loc egalitatile: (x) =x sl (x L y)' =y L,V xyeu(M).

1.2.1. Comutativitate. Asociativitate

EXERCITH SI PROBLEME

E1.

E2.

E3.

EXERSARE

Sa se studieze comutativitatea legii de compozitie " L" pe multimea M, in
cazurile:

a) M={1,23}, x Ly =min(x, y);

b) M={12 4,6}, x Ly=cmmdc.(xy);
c) M={0,123}, x Ly=|x-y};

d) M={X€Z| |x—1|32},xLy=sign(xy);

e) M={12 4,8}, x Ly =cmmmc.(x, y);
f)M={0,12}, x Ly=x+y-xy.

Sa se studieze comutativitatea legii de compozitie "L " pe multimea M in
cazurile:
a) M=17Z,x Ly=2x+2y-xy;
b) M=R, x Ly =(x—1)2 +(y—1)2;
c) M=N,x Ly=x? +y2+(x—y)2;
d M=0q, xLy=x2+1+(1—y)2;
e)M=R, xLy=(x-1)(y-1)+1
f)M=R",x Ly SIS
Xy Xy
Sa se studieze comutativitatea operatiei " 1 " pe multimea M, in cazurile:
a) M=13,xly:x—§y;
b) M=Z,,x Ly=2(x-y);

c) M=15,XJ_y:§x—I§y+I§;



E4. Si se studieze asociativitatea operatiei " L " pe multimea M, in cazurile:
a)M=Z,xLy=x+y-1
by M=, x Ly=x+Yy+7,
) M=BR, x Ly=xy+X+y,
d M=Q, x Ly=2xy+x+Y,
&) M=B, x Ly=(x=1)(y-1)+1
f) M=(3, +),x Ly =(x-3)(y-3)+3;
g) M= (-1 +x), X Ly =xy+Xx+V,
h) M=@, x Ly=7xy,
) M=C,x Ly=x+y+ixy,
HM=€, x Ly=(x=i)(y-i)+i
E5. S3 se studieze asociativitatea si comutativitatea operatiei " L" definite pe
multimea .4, (R), n cazurile:
a) ALB=A+B+l,; b)ALB=AB—2(A+B)+2I2;
c) A LB=AB+BA; d)AJ_B:(A+IZ)(B+I2)—I2.
E6. Pe multimea IR se considera operatia xoy =3/x> +y°.
a) Sa se studieze asociativitatea operatiei " ".
b) Sa se rezolve sistemele de ecuati:
xoyo(=2)=1 [xoyo(-3)=2
{x3+7=y3 '{xs +19=y3
APROFUNDARE
A1. Pe multimea R se considers legea de compozitie xoy =x+ay+a+1 VX yeR.

Sa se arate cé legea de compozitie "-" este asociativd daca si numai daca este
comutativa.

10



A3.

Ad4.

AS5.

AB6.

A7.

A8.

Sa seydeterming a € & pentru care legea de compozitie x L y=x+ay+3,V x,
y € Z, este asociativa pe 4.

Sa se determine parametrii reali pentru care urmatoarele operatii sunt asociative
pe M:
Ay M=Z, x Ly=xy+X+y+a;

b) M=IR, x Ly=xy+ax+y;

c) M=, x Ly=x+y-+axy,

d) M=IB, x Ly=xy+ax+y+bh.
Sa se studieze asociativitatea legii de compozitie "-" definitd pe multimea M, in
cazurile:

a) M=IR, xOy=x+y—%xy;

b) M=IR, xoy =3xy;

c) M=Z, xoy =min(x, y);

d) M=N", xcy =cmmdec.(x y);
e) M=N', xoy =cmmmce.(x y);
f) M= (0, +w),x0y = 2°%%1%Y,

Pe multimea Z,; se defineste operatia algebricd x Ly=xy+x+y+a. Sa se
determine ae 7, pentrucare " L" este asociativd pe Zj.

Pe multimea Z xZ se considera legea de compozitie:
(x.y)L(a b)=(xa ya+b), Vabxyel

a) Sa se calculeze: (1,2) L (0,1),(2 1) L (-1 3).
b) Sa se studieze comutativitatea si asociativitatea operatiei " L ".
Pe multimea E=R xR se defineste legea de compozitie (x, y) L (a b)=(x+a,

=y+ b), ¥ a, b, x, y e R. Sa se demonstreze ca operatia " L" este comutativa si
asociativa pe E.

Pe multimea .#, (R) se considera operatia AsB=-2A-2B+AB+4l,,V A Be
€ il (R).

i {2 = EPURE NS S ESDRES A== E3ES()
a) Sa se calculeze: o - ° o -
0 10 3/{2 1 1 0) {0 3

b) S& se arate ca legea "=" nu este comutativa pe .#, (R).

11



c) Dacd G- {A(a) - [; ?j

tiva si asociativa pe G.
d) S se calculeze S, = A(1)°A(2)o...cA(n),neN".

ae =D} < My (D) sd se arate ca "o" este comuta-

A9. Pe multimea Zs se defineste operatia xcy = xy +2x +§y +a,V X, yeds.
a) Pentru care valori a € Z5 are lor relatia (ﬁ o a) oa? =2s (a o az)?
b) Sa se determine a e Z; pentru care operatia "o" este asociativa.
1.2.2. Element neutru. Elemente simetrizabile
EXERSARE
E1. Sa se verifice dacad urmatoarele operatii admit element neutru pe multimea M, in
cazurile:
a) M=N ,xLy=x+y-1%
by M=Z,x Ly=x+y-5
c)M=ER, xLy=xy+x+y;
d M=Q,x Ly=xy—x-y+2
e) M=(3, +x),xLy= xy —3(x+y)+12;
f) M=, x Ly=3x%+y>;
g) M=C, x Ly=x+y+ixy;
X+y
h)y M=(-11),x Ly=—=.
) ( ) J 1+ xy
) S g . 4x +4y
E2. Pemultimea G =(-2, 2) se considera operatia xoy = i VX yeG.
+ Xy
a) S3 se studieze asociativitatea operatiei "o".
b) S& se arate ca (G, <) este monoid comutativ.
c) Sa se arate ¢a x<(-x) =0,V xeG.
E3. Sa se verifice dacad urmatoarele operatii admit element neutru pe multimea M s

sa se determine multimea elementelor simetrizabile:
a) M=(3,+=), xey =(x-3)(y-3)+3;

b) M=IR, Xoy =X +Y+2Xxy,
c) M=Q, xoy =x+y—4xy,
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